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Аннотация. Показано применение аппарата функций Грина многослойных 
магнито-диэлектрических структур к решению задач излучения, распространения 
и дифракции электромагнитных волн. В качестве источников электромагнитного 
поля рассматриваются произвольно ориентированные сторонние электрические 
и магнитные токи. Для описания слоистой радиальной структуры применен метод 
эквивалентных электрических цепей. Для моделирования слоев и границ областей 
используются матрицы передачи и эквивалентные нагрузки. Модальные напряже-
ния и токи в эквивалентных цепях ассоциируются со спектральными составляющи-
ми электромагнитного поля. Предложенный подход позволяет конструировать уни-
версальные алгоритмы для задач распространения волн в направляющих структурах, 
излучения печатных и щелевых антенн, расположенных на проводящем цилиндре 
с укрытиями, решать задачи дифракции электромагнитных волн с произвольным 
числом слоев. При этом материалы слоев могут иметь произвольные значения диэ-
лектрической и магнитной проницаемости, учитываются потери в материале. При 
моделировании могут рассматриваться материалы как с положительным, так и с от-
рицательным коэффициентом рефракции. Предложенный подход был использован 
для решения задач электромагнитного возбуждения структур с метаматериалами.
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Abstract. The method of Green’s functions of layered cylindrical magnetodielectric 
structures is applied to solution of radiation, propagation and scattering problems. Exci-
tation of electromagnetic field is provided by arbitrary distribution of impressed electric 
and magnetic currents. The model of equivalent circuits is used for description of lay-
ered structure. Transmission matrices and various kinds of loads are used for modelling 
layered structure and boundaries. Equivalent voltages and currents in modelling circuits 
are associated with spectral field components. Suggested method allows to construct uni-
versal algorithms for wave propagation, patch and slot antennas radiation and scattering 
problems with any number of layers made of materials of arbitrary permittivity and per-
meability. Positive and negative refraction index of materials may be taken into account. 
Suggested technique has been successfully applied to radiating structures made of meta-
materials commonly used in electromagnetic designs.
Keywords. Green’s functions, electromagnetic waves, radiation, propagation, scat-
tering.
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Введение
В настоящее время для решения задач излучения электромагнит-
ных волн, распространения и дифракции используются как аналити-
ческие методы (в меньшей степени), так и численные, с большим пе-
речнем программ компьютерного моделирования, построенных на их 
основе (в большей степени). Отчасти это объясняется существенно 
более высокими требованиями к физико-математической подготовке 
пользователей, использующих аналитические подходы. Преимущест-
во аналитических методов заключается в возможности четкой физи-
ческой трактовки получаемых результатов, хотя их применение ог-
раничено в основном координатными задачами и соответствующим 
выбором формы рассматриваемых объектов. Численные методы по-
зволяют анализировать объекты произвольной формы с произвольны-
ми материалами, однако они требуют существенных компьютерных 
ресурсов и не позволяют в явном виде понять наблюдаемые физиче-
ские процессы. Не следует противопоставлять оба подхода. Наилуч-
шие результаты могут быть получены при разумном сочетании как 
аналитических, так и численных методов. Аналитические подходы 
могут быть полезны на начальных этапах проектирования для опти-
мизации характеристик структур и поиска оптимального решения [1–
5]. На следующих этапах, с использованием компьютерных программ 
типа HFSS, FEKO, CST Microwave Studio и им подобных, полученное 
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решение можно использовать для уточнения характеристик моделей 
и проведения уточняющих расчетов.
Метод функций Грина является представителем аналитических под-
ходов и удобен для решения координатных задач. Он позволяет четко 
интерпретировать типы волн и физически трактовать получаемые ре-
зультаты. Это дает возможность принимать оптимальные решения при 
конструировании микроволновых устройств. Особый выигрыш заметен 
при вычислении полей излучения антенн и расчете рассеянных элек-
тромагнитных полей в дальней зоне. Применение метода стационарной 
фазы позволяет получать аналитические выражения для компонентов 
поля в дальней зоне. При этом скорость проведения вычислений увели-
чивается на несколько порядков по сравнению со специализированны-
ми программными средствами. Различные виды оптимизации структур 
и конструкций реализуемы в приемлемое время. Кроме того, возможны 
вычисления характеристик поля в конкретной области. При том, что 
все граничные условия учитываются при конструировании функции 
Грина, отпадает необходимость их учета при вычислениях.
В предлагаемой статье описано строгое решение системы уравне-
ний Максвелла в радиально неоднородной магнито-диэлектрической 
среде с произвольными источниками, вывод функций Грина и их ис-
пользование для решения задач электромагнитного излучения, диф-
ракции и распространения волн.
Полное волновое решение задачи  
электромагнитного возбуждения многослойной  
цилиндрической структуры
Для построения функций Грина для многослойных цилиндриче-
ских структур в спектральной области использовано строгое решение 
системы уравнений Максвелла для радиально неоднородных структур 
с произвольными электродинамическими характеристиками материа-
лов и произвольной ориентацией магнитных и электрических элемен-
тарных токов (рис. 1), впервые описанное в [6]. Широкое использо-
вание матриц при построении функций Грина делает предложенный 
подход особо удобным при реализации программ вычислений в среде 
MathLAB. Рассматриваемый подход позволяет легко описывать слои, 
импедансные поверхности, покрытия, в том числе в виде метамате-
риалов. Далее кратко описана методика построения функций Грина 
для структур различного вида.
Неоднородные уравнения Максвелла, записанные в цилиндриче-
ской системе координат для произвольного однородного слоя с задан-
ным распределением источников, позволяют выразить все компоненты 
электромагнитного поля через осевые составляющие. С использова-
нием разложения продольных компонентов поля E Hz z,  в цилин-
дрической области в интеграл-ряд Фурье записываются неоднород-
94



















































































   
ные уравнения Бесселя для каждой из этих составляющих. Решение 
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Рис. 1. Многослойная цилиндрическая структура
Спектральные составляющие поля позволяют рассчитать любую 
компоненту поля следующим образом:
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  (2) 
При разложении поля по волнам типа Е и Н относительно оси z 
поперечные компоненты в i-м слое рассчитываются через продоль-




































































Для моделирования радиальной слоистой структуры используется 
модель эквивалентных электрических цепей, состоящая из двух па-
раллельных линий. Модальное напряжение в эквивалентной E-линии 
ставится в соответствие со спектральной составляющей поля Ezmh , 
а модальный ток в эквивалентной H-линии сопоставляется со спект-
ральной компонентой Hzmh . Модальный ток в E-линии ассоциирует-
ся с компонентой поля H mhj , а модальное напряжение в эквивалент-
ной H-линии ассоциируется с компонентой E mhj  (3). Таким образом, 
с учетом криволинейности имеем:
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e=  , I Hmh
H
zmh
h=  , I k rHmh
E
mh
e= - 0  j , V k rEmh
H
mh
h= 0 j .   (3) 
Выражения для продольных спектральных составляющих электри-
ческого и магнитного полей будут приведены ниже.
Распространение волн в каждом однородном слое моделируется 
двумя независимыми линиями, формально описываемыми 8-полюс-






































Рис. 2. Слой однородного магнитодиэлектрика (a)  
и его матрица передачи (b) 
Так как между эквивалентными E- и H-линиями в однородном 
слое на интервале между внутренними границами нет взаимодейст-

















,   (4) 
где 0[ ]  — нулевая матрица передачи 2-го порядка. Распростране-
ние волн в радиальной E-линии описывается матрицей передачи 4- 
































,  (5) 
в то время как распространение волн в радиальной H-линии описы-
































,  (6) 
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-  и Ii
-  являются модальными напряжениями и то-
ками на внутренних границах i-го слоя. Распределение электромаг-
нитного поля внутри слоя связано с радиальной зависимостью функ-
ций модальных напряжений и токов. Функция Грина неоднородных 
дифференциальных уравнений для определения модальных напря-
жений и токов однородного слоя строится из двух решений однород-
ных уравнений с заданными граничными условиями на концах слоя 
по радиальной координате 

V E H, , 

V E H,  и 

I E H, , 

I E H, . Направле-
ние стрелки указывает на границу с заданными условиями. Подобный 
подход описан в [7]. Для описания эквивалентной цепи используют-
ся направленные напряжения, токи, проводимости и сопротивления.
Матрицы передачи i-го слоя для граничных условий, заданных в се-
чении r ri< -1 , имеют вид 

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Для граничных условий, заданных в сечении r ri> , матрица пере-
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В (7)–(10) фундаментальные функции Коши 
 C x y
y
J y N x N y J xm m m m m1 2
, ' '( ) = ( ) ( ) - ( ) ( )йл щы
p
,  (11) 
 C x y
y
N y J x J y N xm m m m m2 2
, ' '( ) = ( ) ( ) - ( ) ( )йл щы
p
,  (12) 
 S x y
y
N y J x J y N xm m m m m1 2
, ' ' ' '( ) = ( ) ( ) - ( ) ( )йл щы
p
,  (13) 
 S x y
y
N y J x J y N xm m m m m2 2
,( ) = ( ) ( ) - ( ) ( )йл щы
p
,  (14) 
где Jm , Nm  — функции Бесселя и Неймана. В некоторых случаях, на-
пример при решении задач дифракции [8], функции Неймана лучше 
заменить на функции Ганкеля с соответствующей коррекцией выра-
жений (11)–(14).
В выражениях (7)–(10) g e mi i i h= -
2 , b gi i k= 0 , Z0 = 
Z Y0 0
1 120= =- p  Ohm, k0  — волновое число свободного пространства.
В цилиндрических структурах, в отличие от плоских и сферических 
структур, условие непрерывности тангенциальных составляющих поля 
приводит к взаимосвязи эквивалентных линий. Обмен энергии меж-
ду E- и H-линиями моделируется 8-полюсником границы между сло-
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Рис. 3. Граница между слоями (a) и ее матрица передачи (b)
98



















































































   
Внутренние и внешние границы областей моделируются эквива-
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                    a                                               b                                               c
Рис. 4. Концевые нагрузки (c) для внешнего открытого пространства (a) 
и ограниченного идеальным проводником (b) 
Для открытого пространства (рис. 4, a) концевые сопротивления 
и проводимости вычисляются следующим образом:
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+( )g  — функции Ганкеля и их произ-
водные, соответственно.
Если внешнее пространство ограничено идеально проводящей по-
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Y k r ZNE N S
+ = 0 ,  

Z k r ZNH N S
+ = 0 .
Для реальных проводников поверхностный импеданс 
Z jS = +( )wm s0 2 1 , где s  — удельная проводимость металла.
Набор вариантов для внутренней области более узок. Это могут 
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быть проводящие поверхности, импедансные поверхности и область 
однородного магнитодиэлектрика (рис. 5). Внутренняя область в тер-



















Рис. 5. Концевые нагрузки (c) для проводящего цилиндра со слоем (a) 
и диэлектрического цилиндра (b) 
Ниже приведены выражения для расчета концевых проводимостей 
для однородной среды из магнито-диэлектрика:
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идеального проводника с покрытием:
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Y Y k r ZE E S1 1 0 0
- += = - , 
 
Z Z k r ZH H S1 1 0 1
- += = - .
Приведенные выражения для концевых нагрузок позволяют ре-
шать широкий спектр задач электродинамики. Например, для задачи 
излучения печатной антенны на цилиндрической поверхности целе-
сообразно выбрать вариант: слой диэлектрика на идеальном провод-
нике слева в эквивалентной цепи (в сторону оси системы) и неогра-
ниченное пространство справа. Для задачи распространения волн 
в коаксиальной линии слева выбирается вариант: слой диэлектрика 
на идеальном проводнике и справа слой диэлектрика на проводящей 
поверхности (внешний экран коаксиальной линии).
Принятая в статье методика моделирования многослойных струк-
тур отрезками эквивалентных линий и использование матриц переда-
чи слоев и границ имеют свои особенности. Так как точки источника 
и точки наблюдения при расчете электромагнитного поля могут рас-
полагаться произвольно, в зависимости от вида решаемой задачи, ши-
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роко используются произведения цепочки матриц передачи и матриц 
слоев. При этом важен выбор направления пересчета эквивалентных 
напряжений и токов, что отмечается стрелками над соответствующи-
ми обозначениями. Напряжения и токи определяются вблизи границ 
в сечении, показанном на рисунках штриховой линией («плоскость» 
отсчета). Следует напомнить, что слева и справа от границы напря-
жения и токи могут претерпевать разрыв.
Если необходимо выполнить пересчет от сечения r1  к сечению ri , 
то для этого требуется определить матрицу Li[ ]  или Liйл щы  в соответ-









Пересчет модальных напряжений 
и токов между сечениями r1
-  и ri
+
Пересчет модальных напряжений 
и токов между сечениями r1
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Выше матрица передачи l Сi i i[ ] = йл щы[ ]

G .
Если заданы концевые нагрузки с правой части схемы (на внеш-
ней границе), то есть необходимо выполнить пересчет от сечения rN  
к сечению ri , то требуется определить матрицу Ri[ ]  или Riйл щы  в соот-
ветствии с положением сечения отсчета относительно сечения ri .
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Пересчет модальных напряже-

























































































































































































Матрица передачи r Ci i i[ ] = йл щы[ ]

G .
Обратные матрицы F L F L B R B Ri i i i i i i i[ ] = [ ] йл щы = йл щы [ ] = [ ] йл щы = йл щы
- - - -1 1 1
, , ,   
1  
позволяют выполнить пересчет эквивалентных напряжений и токов 
в обратном порядке.
Предложенный подход позволяет создавать быстрые алгорит-
мы вычислений компонентов поля, так как все задачи учета гра-
ничных условий между слоями решаются на этапе аналитических 
выкладок.
Входные проводимости и сопротивления в различных сечениях эк-
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ся сопротивлениями и проводимостями связи Е- и Н-lines в сечени-
ях r1  и rN  соответственно. Запись входных проводимостей и сопро-
тивлений (19), (21), (23) и (25) для произвольных сечений позволяет 
рассчитывать распределение поля в нужном слое, не решая задачу для 
всего пространства. Это также позволяет существенно ускорять реше-
ние электродинамических задач.
Для нормировки модальных напряжений и токов в разных слоях 
относительно выбранного опорного значения (рис. 6) используются 
коэффициенты трансформации по напряжению T V r V rn p
V
E n E p, = ( ) ( )
 
 
и току T I r I rn p
I
H n H p, = ( ) ( )
 
.
Коэффициенты трансформации рассчитываются следующим 
образом:
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Рис. 6. К расчету коэффициентов трансформации 
Приведенные выше выражения позволяют проводить расчеты для 
широкого класса задач: структур, ограниченных со всех сторон (ре-
зонаторов), полуограниченных (например, линий передачи), неогра-
ниченных (например, задачи дифракции тел вращения с укрытиями). 
Эквивалентная схема в каждом случае собирается из элементов, моде-
лирующих слои и границы, как из кубиков, в том числе и при алгорит-
мизации используются одинаковые сегменты программ компьютерно-
го моделирования. Имеется возможность достаточно гибко изменять 
как число слоев, так и их электродинамические характеристики.
Расчет продольных спектральных компонентов  
электрического и магнитного поля
Описанные выше модели слоев и границ используются для расчета 
осевых составляющих поля. Будем считать, что точка источника ле-
жит в слое p , а точка наблюдения — в слое n . Спектральные плот-
ности разложения продольных компонентов электрического и маг-
нитного поля рассчитываются следующим образом:
E r r r z m h r r z m hzmh
E E
V





j jF F, , , ; , , , , ; , e e dvjm jhzў ўj ',   (27) 
H r r r z m h r r z m hzmh
M M
V





j jF F, , , ; , , , , ; , e e dvjm jhzў ўj '.  (28) 
Интегрирование в (27) и (28) выполняется по области ўV  точек 
источника ўr  с координатами ў ў ўr z, ,j . Конкретный вид функций 
F F F F1 2 1 2
E E M M, , ,  зависит от вида рассматриваемой области, ориен-
тации и типа сторонних источников.
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2    (32) 
Токовые функции Rp
i( ) в (29)–(32) учитывают все возможные 
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( ) , , , ,4 = ў ў ў( ) - ў ў ў( )
wm
j jj .
Запись выражений для нормированных напряжений и токов в эк-
вивалентных E- и H-линиях, используемых при вычислениях по фор-
мулам (29)–(32), существенно зависит от взаимного расположения 
точек источника ўr  и точек наблюдения r . Рассмотрим два слоя 
с номерами p  и q , причем p q<  (рис. 7). В последующих форму-
лах индексом n  отмечены параметры, связанные со слоем, содер-
жащим точку наблюдения, индексом i  — параметры слоя, содержа-
щего точку источника.
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Разнесенные слои    a,  r rў>                                     b,  r rў<  
 
rў  r  
r  
1p qr r -=  
,p pe m  ,q qe m  
r  rў  
r  
,p pe m  ,q qe m  
1p qr r -=   
Соседние слои          c,   r rў>                                     d,   r rў<  
 
rў  r  
r  
1p qr r -=  
,p pe m  ,q qe m  
r  rў  
r  
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1p qr r -=   
Общий слой         e,  r rў>                                     f,   r rў<   
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Рис. 7. Варианты расположения точек источника и наблюдения 
Далее приняты следующие обозначения:
n
p r r r
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Напряжение в E-линии и ток в H-линии для слоя, содержащего 
точку источника:
V r r V r r I r r I r r r r аE i E p H i H p', ', , ', ', , ' ( ,( ) = ( ) ( ) = ( ) <
 
рис.6,   c e g
V r r V r r I r r I r r rE i E q H i H q
, , ),
', ', , ', ', , '
  
( ) = ( ) ( ) = ( )- -
 
1 1 > r b d f h( , , , ).рис.6,     
 
Напряжение в Е-линии и ток в Н-линии для слоя, содержащего 
точку наблюдения:
V r r V r r I r r I r r r r аE n E q H n H q, , , , , , ' ( ,( ) = ( ) ( ) = ( ) <- -
 
1 1 рис.6,   c e g
V r r V r r I r r I r r r rE n E p H n H p
, , ),
, , , , , , ' (
  
рис.6( ) = ( ) ( ) = ( ) >
 
,     b d f h, , , ).
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Ток в Н-линии для слоя, содержащего точку источника, при рас-
чете влияния Н-линии на напряжение в Е-линии:
 I r r






', , ' ( , , , ),
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( ) =
( ) < -


1 рис.6,     




оп 1 1, ' ( , , , ).r r b d g hq рис.6,     
 
Напряжение в Е-линии для слоя, содержащего точку источника, 
наведенное Н-линией:
 V r r
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оп -, ( , , , ).r r b d g hq 1 рис.6,     
 
Напряжение в Е-линии для слоя, содержащего точку источника, 
при расчете влияния Е-линии на ток в Н-линии:
 V r r






', , ' ( , , , ),
',
( ) =
( ) < -


1 рис.6,     




оп 1 1, ' ( , , , ).r r b d g hq рис.6,     
 
Ток в Н-линии для слоя, содержащего точку наблюдения, наве-
денный Е-линией:
 I r r
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оп -, ( , , , ).r r b d g hq 1 рис.6,     
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Zq H-1 .  
Входные сопротивление и проводимость нагруженной линии вле-
во от сечений rp  и rq-1  при различном положении опорного сечения 
относительно границы раздела:
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Взаимные проводимости и сопротивления 
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1 1 1 рис.6,     










оп -1 рис.6,     
 
Сопротивления и проводимости связи всегда определяются 
на опорной границе, содержащей точку наблюдения. Следует напом-
нить, что относительно опорной границы производится нормировка 
функций распределения эквивалентных токов и напряжений связан-
ного с ней слоя.
Излучение щели на цилиндре со слоем диэлектрика
В качестве иллюстрации эффективности предложенного метода 
рассмотрим задачу об излучении щелевой антенны на проводящем 
цилиндре, покрытом диэлектриком. Ограничимся двухслойным по-






Рис. 8. Азимутальная и продольная щели на цилиндре  
со слоистым диэлектриком 
Для продольной щели распределение магнитного тока в первом 



















dcos ' ' ,  (29) 
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где I M0  — амплитуда магнитного тока в щели; L  — длина щели; Dj  — 
угловая ширина щели, связанная с криволинейной шириной щели 
по формуле Dj =W r0 ; r0  — радиус проводящего цилиндра.























,  (30) 
где Dj  — угловая длина щели, связанная с криволинейной длиной 
щели по формуле Dj0 0=L r ; W  — ширина щели.
При построении скалярных функций Грина необходимо опреде-
лить функции Rp
i( )  сторонних источников (см. предыдущий параграф). 
В случае продольной к оси z  ориентации щели ( J z
М № 0 ) имеем лишь 













М .  (31) 
В (31) учтено, что ток расположен в первом слое цилиндрическо-
го укрытия проводящего цилиндра. Для азимутально ориентирован-
ной щели, в том числе и кольцевой щели ( J j
М № 0 ), имеем две токо-
вых функции 
 R R Jp
( ) ( )2
1
2= = j












М .  (33) 
В соответствии с предложенным методом для продольной щели 





H n H p z
T
Z







EH n EH p z
T
Z
Z V r r I r r J= ( ) ( ), , ', М .  (35) 
В случае азимутальной ориентации щели число составляющих 
функции Грина возрастает до четырех.
Полученные выражения требуют дальнейшего уточнения — поле 
в какой области представляет интерес. В основном могут быть две си-
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туации: рассчитывается поле излучения щели и определяется прово-
димость излучения. В первом случае определяется поле во внешней 
по отношению к укрытию области, то есть точки наблюдения распо-
ложены в слое r rN> , где rN  — внешний радиус оболочки цилиндра. 
Во втором случае точка наблюдения расположена в первом слое, непо-
средственно примыкающем к проводящему цилиндру ( r r r0 1> > ). 
Для каждого из рассмотренных случаев запись нормированных на-
пряжений и токов отличается.
Определим поле во внешней по отношению к оболочке цилин-
дра области. Полагаем, что опорная граница для слоя с точками 
источника rp  расположена у поверхности проводящего цилиндра 
( r r rp = + =
+
1 10 ), а опорная граница области с точками наблюдения — 
с внешней стороны оболочки цилиндра ( r r rN Nn = + =
+0 ). Считаем, 
что оболочка состоит из двух слоев. Запись компонентов скалярных 
функций Грина для задачи излучения продольной щели (34), (35), в со-
ответствии с рекомендациями предыдущего параграфа, после неболь-











I r r I r r J= -
+
( ) ( )+ +
, ', , 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Z Z
Z r I r r V r r J= -
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, ', , 
  
св М ст .  (37) 
В записанных выше выражениях нормированные напряжения 




V r r C r r jY r
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,2 2 3 3 2 2
0 3
3 0 2
2 3 3 2( ) = ( ) + ( ) ( )+g g be g g , 
 
 
I r r jY
k r
Z r S r r C r rH H m m, , ,'2 0
3
3 0 2
2 2 3 3 2 2 3 3 2
1( ) = ( ) ( ) + ( )+b
m
g g g g , 
 
 
I r r jY
k r
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0 2 1 1 0 2 1 1
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С учетом выражений для концевых нагрузок внешней неограни-
ченной области (15), (16) выражения для расчета нормированных на-



























































































































( )2 ( )  — функция Ганкеля второго рода.
Расчет поля предполагает интегрирование скалярных функций (36), 




I r r r r r dr I r r r rH
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Интегрирование стороннего тока по азимутальной координате 
в случае кольцевой щели позволяет получить следующий результат:




















В результате интегрирования стороннего тока по поверхности про-






































































В дальнейшем при выводе окончательных расчетных формул необ-
ходимо учесть, что в соответствии с предположением идеальной прово-








Для продольной щели компоненты продольных магнитной и элек-
трической составляющих поля имеют вид: 





































































































































































































































































   
 
Выражения (38), (39) позволяют рассчитать излучаемое поле в лю-
бой точке внешней области цилиндра, укрытого слоистым материа-
лом. При определении поля в дальней зоне интеграл по волновому 
числу h  может быть вычислен приближенно с использованием про-
цедуры метода перевала [8].
Для этого в (38), (39) необходимо сделать замены: h k= 0 sin

q , 
dh k d= 0 cos
 
q q , g q3 0= k cos ,

 и перейти на плоскость комплекс-
ного переменного 

q . Координаты точек наблюдения r R= sinq , 
z R= cosq , где угол q  отсчитывается от положительного направле-
ния оси z  цилиндрической системы координат. С учетом достаточ-
ного удаления точки наблюдения ( k R0 ®Ґ ) получим следующие 
расчетные формулы.
Для продольной щели основная поляризация поля определяется 
























































































  (40) 
Кроссполяризационная составляющая поля связана с продольной 



























































































( ) ( )k r sin
,
q
  (41) 
где b e m q1 1 1
2= -' ' cos .




+ , коэффициент передачи между опорны-




2 . Для 
двухслойного укрытия они приобретают следующий вид:
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Элементы матрицы передачи, связывающей эквивалентные напря-
жения и токи Е- и Н-линий в сечениях r0
+  и r2
+ , определяются произ-
ведением матриц передачи двух слоев и матриц передачи двух границ 
(рис. 9) и соответствуют модели, показанной на рис. 10.
 R С С0 1 1 2 2йл щы = йл
щ
ы[ ]йл щы[ ]
 












Рис. 9. Двухслойное укрытие проводящего цилиндра 
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r+0 r−1 r +1 r −2 r+2 r 
C1
r2r1r0
Рис. 10. Моделирование двухслойного покрытия проводящего цилиндра 
Для щелей, укрытых одним слоем диэлектрика, матрица переда-
чи R0йл щы  упрощается 




G .  (46) 
Границы r1  и r2  для однослойного покрытия совпадают.
Предельный переход к проводящему цилиндру без укрытия мож-
но выполнить с использованием к (46) условия r r r1 2 0= = . В этом слу-
чае все матрицы становятся единичными, и в соответствии с (42)–(44) 
получим 
 
Z ZH H0 2








2 0= . Поле продольной 




















































































2) ( )' sin
.
k r0 0 q
 
Следует заметить, что поле поперечной щели в цилиндре без укры-





























































































































































































































































С учетом связи продольных составляющих поля в цилиндрической 
системе координат с поперечными компонентами поля в сфериче-
ской системе координат, 
 E Ezq q= - sin , E Z Hzj q= 0 sin , 
можно рассчитать диаграммы направленности щелевых антенн, рас-
положенных на проводящем цилиндре.
Диаграммы направленности излучения продольной и поперечной 
щелей, прорезанных в проводящем цилиндре с укрытием, показаны 
на рис. 11–14.
 ( )Fj j  
j , град 
Рис. 11. Диаграмма направленности продольной щели с двухслойным 
укрытием по главной поляризации в азимутальной плоскости:  
(d1 00 05= , l ; d2 00 05= , l ; ў =e1 6 ; ў =e2 10 ); r0 0= l  — сплошная линия; 
r0 02= l  — штриховая линия) 
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 ( ) ( ),F Fq jq q  
q , град  
1 00,1d = l , 1 4ўe =  
 ( ) ( ),F Fq jq q  
q , град  
1 00,1d = l , 1 4ўe = , 2 00,05d = l , 2 2ўe =  
 Рис. 12. Диаграмма направленности продольной щели  
в меридиональной плоскости с однослойным и двухслойным укрытием: 
главная поляризация (Еφ) — сплошная линия, кроссполяризационная 
составляющая (Еθ) — штриховая линия для r0 = λ0
 ( )Fq j  
j , град 
Рис. 13. Диаграмма направленности азимутальной щели в азимутальной 
плоскости ( r0 0= l , , d2 00 05= , l , ў =e1 6 ): ў =e2 1  — сплошная линия; ў =e2 2  — 
штриховая линия; ў =e2 6  — штрихпунктирная линия; ў =e2 8  — пунктирная 
линия 
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 ( )Fq q ( )Fj q  
q , град 
 
1 00,05d = l , 1 8ўe =  
 ( ) ( ),F Fq jq q  
q , град 
( )Fq q ( )Fj q  
 
1 00,05d = l , 1 12ўe =  
 Рис. 14. Диаграмма направленности азимутальной щели с однослойным 
укрытием по главной (Еθ, сплошная линия) и кроссполяризационной  
(Еφ, штриховая линия) поляризациям r0 = 0,5λ0, d1 = 0,05λ0 
Из приведенных рисунков видно, что уровень кроссполяризацион-
ного излучения в меридиональной плоскости у азимутальных щелей 
существенно выше, чем у продольных. Продольные щели формиру-
ют изрезанную диаграмму направленности в азимутальной плоскости 
при повышении диэлектрической проницаемости материала укрытия 
и с ростом радиуса несущего цилиндра. У азимутальных щелей изре-
занность диаграмм направленности в азимутальной плоскости менее 
выражена. Изрезанность диаграмм направленности в азимутальной 
плоскости обусловлена резонансом поверхностных волн, возбуждае-
мых в структуре диэлектрика на проводящей поверхности цилиндра.
Отметим, что использованное ранее предположение об идеальной про-
водимости несущего цилиндра не является необходимым. Если задано ко-
нечное значение проводимости металла цилиндра, то в записанных ранее 
выражениях следует учесть, что эквивалентное входное сопротивление 
 

Z k r jH1 0 0
0
2
1+ = - +( )wm
s
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где s  — удельная проводимость металла цилиндра.
В связи с тем что расчеты диаграмм направленности щелевых ан-
тенн, расположенных на поверхности проводящего цилиндра, укры-
того слоистым диэлектриком, проводятся по полученным формулам, 
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время вычислений на порядки меньше, чем у широко используемых 
в настоящее время специализированных компьютерных программ 
типа FEKO, CST Microwave Studio и им подобных, где применяются 
численные методы, связанные с разбиением пространства на сегмен-
ты и решением алгебраических уравнений очень высокого порядка.
Выше был рассмотрен пример анализа излучения щелевых антенн. 
Аналогично решается задача излучения, например, печатных антенн, 
расположенных на цилиндре со слоистым укрытием.
Для задач дифракции электромагнитных волн также использует-
ся описанный выше математический аппарат. Отличие заключается 
лишь в том, что в качестве источника электромагнитного излучения 
рассматриваются нити электрического или магнитного тока, соосные 
с осью z [9]. Выбор типа сторонних токов зависит от требуемой поля-
ризации падающего поля. Увод тока на достаточно большое расстоя-
ние позволяет сформировать плоскую волну, а фазовая скорость тока 
задает угол прихода падающей волны. Применение метода перевала 
позволяет получить замкнутые выражения для расчета суммарного 
электромагнитного поля. Аналитическое вычитание из суммарного 
поля падающего дает возможность вывести аналитические выраже-
ния для расчета рассеянного поля. Все вычисления вновь проводят-
ся на порядки быстрее традиционных в настоящее время программ 
электромагнитного моделирования.
Заключение
В статье показана эффективность применения метода функций 
Грина неоднородных сред применительно к задачам излучения, рас-
пространения и дифракции электромагнитных волн. Полученные 
аналитические выражения позволили на два-три порядка ускорить 
вычисление диаграмм направленности печатных и щелевых антенн, 
расположенных на цилиндрической поверхности, и диаграмм рассе-
яния в задачах дифракции на слоистых цилиндрах. Метод позволяет 
рассчитывать характеристики конструкций с материалами, имеющими 
произвольные электродинамические параметры, в том числе метама-
териалами. Показано применение предложенного подхода к решению 
задачи излучения продольных и азимутальных щелей, прорезанных 
в проводящем цилиндре с двумя слоями покрытия. Приведены диа-
граммы направленности по основной и кроссполяризационной со-
ставляющим. Отмечено существенное влияние характеристик мате-
риала укрытия на диаграммы направленности антенн.
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